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拟 线性 双重 退化 抛物 方程 的 自 相 似 解 * 


FEB 
(集美 大 学 理学 院 ， 厦 门 361021) 
摘 要 : 本 文 研 究 一 类 带 有 非 线性 梯度 项 的 拟 线性 双重 退化 抛物 方程 的 自 相 似 奇 性 解 的 存在 性 及 其 分 类 。 
该 类 方程 包含 著名 的 Hamilton-Jacobi 方程， 牛顿 流 和 非 牛 顿 流 渗流 方程 。 本 文通 过 标准 的 皮卡 
迁 代 方法 ， 得 到 了 该 方程 的 自 相 似 奇 性 解 存 在 的 充分 条 件 ， 同 时 给 出 了 相应 奇 性 解 的 分 类 。 
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本 文 研 究 带 有 非 线性 梯度 项 的 拟 线性 退化 双重 退化 抛物 方程 
us = div(|Du™|?-?Du™) — u” |Du™ JP (1) 


的 自 相似 奇 性 解 的 存在 性 及 其 分 类 ， 其 中 轧 = grad 代表 一 般 的 梯度 运算 。 当 g =0, m= 
1, p = 2 时 ， 式 (1) HA Hamilton-Jacobi FH"), p = q = 0 时 ，m = 1 和 p = 2 分 别 是 
著名 的 p-Lapiace 方 程 和 多 和 孔 介 质 方程 ， 当 pi1 = 0, q AON, m= 1 和 yp = 2 分 别 是 带 吸 
附 项 的 p-Laplace 方 程 和 多 孔 介 质 方程 。 这 些 方程 都 有 深刻 的 物理 背景 8 下 ， 而 且 一 般 情况 
下 都 只 有 弱 解 ， 关 于 这 些 弱 解 的 存在 性 和 唯一 性 已 经 有 许多 的 研究 23。 还 有 许多 文章 研究 
了 p= 2, pl =0 时 的 自 相 似 解 的 存在 性 上 引 3 等 。 基 于 上 述 文献 的 结果 ， 促 使 我 们 去 考虑 一 般 情 
形 (1) 的 自 相似 解 的 存在 性 及 其 分 类 。 从 已 有 的 结果 来 看 ， 各 种 同方 程 (1) 相 类 似 的 拟 线性 抛物 
方程 自 相似 解 的 存在 性 都 依赖 于 Picard 迭代 方法 或 者 是 应 用 不 动 点 定理 ， 其 分 类 的 方法 也 都 类 
似 ， 如 何 准确 描述 方程 中 函数 的 指数 mm, gl 与 梯度 项 的 指数 p, pl 之 间 的 关系 ， 有 吸收 项 中 两 个 
非 线 性 因子 ut, |Du™ Pi 对 方程 的 自 相 似 解 的 影响 是 解决 问题 的 两 个 难点 。 本 文 与 已 有 的 文献 
相 比 较 ， 一 个 非常 本 质 的 困难 就 是 积 


J |2’(r)|P~ 1dr, /zar =z+¢ 


的 区 别 ， 这 种 区 别 增 加 了 许多 估计 的 困难 。 
在 本 文中 ， 我 们 考虑 方程 (1) 的 Cauchy 问题， 总 假定 p > 2, mm > 1， 同 时 假定 


p>pPp1, q+pm> mp—1)>1. (2) 
HHIH ule, t) 是 具有 如 下 形式 的 解 


u(z, t) = t® F(a"); 
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即 我 们 所 考虑 的 是 一 维 条 件 下 的 自 相 似 解 。 直 接 计 算 可 以 知道 








pla + (pı — p + 1)m) — (1 + m —mp)(p — pr)’ 





qı +(pi-p+1)m (4) 
plq + (pı — p + 1)m) — (1 + m — mp) (p — pi)’ 


条 件 (2) RET o > 0, 8> 0。 方程 (1) 则 转化 为 如 下 的 常 微分 方程 


B 


(mY P20™)) + IF) PY) + Bf taf = FFP =0, 6) 
其 中 下 = f(r), r= zt-9， 这 时 候 的 初始 条 件 为 
f(0)=a>0, f'(0)=0. (6) 
奇 性 解 是 指 在 R” x (0,+00) \ (0,0) 上 连续 且 满 足 


lim sup u(z,t)=0, Ve>0 (7) 


10 |zl>e 


的 非 平凡 非 负 解 。 一 个 奇 性 解 如 果 还 满足 


lim u(z,t)dz=oo, Ve>O, (8) 
£0 Jizl<s 
就 称 之 为 强 奇 性 解 。 
由 自 相似 解 式 的 定义 可 知 ，(7) 等 价 于 
lim r3 f(r) =0. (9) 
而 条 件 (8) 则 等 价 于 
lim "8 | a f(r)dr =0, Ve>O. (10) 


WRB < a， 且 方程 (5) 的 解 了 满足 (9) 式 ， 则 js Li(0, co;r”*-1dr)， 从 而 了 满足 (10) 式 ， 因 
此 由 (2) 所 定义 的 函数 w(z, 同时 满足 (7), (8) 式 ， 即 为 方程 (1) 的 一 个 强 奇 性 解 。 
本 文 将 讨论 方程 (1) 的 自 相 似 强 奇 性 解 的 存在 的 充 要 条 件 。 


2 ” 自 相似 及 其 分 类 
本 节 研 究 方程 (5)， 根 据 解 和 初 值 (0) 关系 对 解 给 出 一 个 完整 的 分 类 ， 并 以 此 来 研究 (1) 式 
的 自 相 似 奇 性 解 ， 得 出 自 相似 奇 性 解 的 存在 性 。 令 z = fm"， 则 (5)-(6) 式 化 为 


n-1l 
r 


z(0)=b=a™ >0, 2z(0)=0. (12) 


(\2[P-? 2’) + |z P=? + Br(z™)' +azm ~ zm jz P! = 0, (11) 





将 (11)-(12) 写成 一 个 等 价 的 积分 方程 ， 再 利用 标准 的 Picard 和 迭代 或 不 动 点 定理 可 以 证 明 
对 任意 的 b > 0, (11)-(12) 有 唯一 的 解 f(r) = f(r,5b)。 设 (0, R) Az > 0 的 最 大 区 间 ， 则 
Æ (0, R(b)) A, z(r)<0, A 
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(i) R(b)=œ; (iü) R(b) < œ, z(R(b)) =0. 
从 而 对 任意 a > 0, (5)-(6) 有 唯一 解 flr) = f(r,a), R(a) = R(b), XE (0, R(a)) X f > 0 的 最 
大 区 间 。 

本 文 的 主要 结果 是 

定理 2.1 设 p > 2, m > 1， 同 时 假定 (2) 成 立 ， 则 有 

(I) #a<nG, WR(b)=c0, B 

Jim, inf r? f(r;b) > 0. 
(II) 着 ac > 6， 则 存在 互 不 相交 的 两 个 开 集 A, B 和 一 个 闭 集 C， 满 足 
AUAUBUC = (0,00), 


H70 <b<« 1, (0,1) CA; Hb>1, (b,00) CB, HG 
(i) MARE A, WM R(b) < co, (f™)'(R(b)) < 0; 
(ii) 如 果 5€ B, NM R(b) = x, jim (f(r; b), f'(r,b)) = (0,0) 且 存 在 常数 k(5) > 0 使 得 


Jim r f(r; b) = k(b); 
(iii) 如 果 be C, MW R(b) < o0, (f”)'(R(b)) =0, AL 


/ -1 
„Jim, (f(b) = -= AR(O). 


下 面 我 们 对 定理 中 的 集合 4, B, C 的 有 具体 含义 作出 说 明 。 令 w = Pz = jz, 
则 (11) 式 可 改写 为 
n—-1 B 


ti 
Wo (13) 
Syn 全 {(z,v) | 0 <z < n, —Az® < -ol 二 < o}, 
Sy = {(z,) [0 < z, —A2® < -|u| < 路 
其 中 常数 0 满足 


mtl (14) 
m 





二 < 0 < 
可 以 证 明 存 在 仅 与 a, BARN HR ran 使 得 下 面 引 理 成 立 。 
引 理 2.1 对 任意 入 ， n> 0, 存在 常数 rx， 使 得 当 7 > Trin 时 ， S) 1 FE IEA BEE, Bl 
若 (Zz(TA,n)) u(ra,n)) € Syn’ W4r> TA,n IN, 方程 (13) 的 轨 线 (z(7), v(r)) 在 San 内 。 
由 引 理 2.1 可 以 证 明 当 R(a) = oo 时， 方程 (13) 的 轨 线 最 终 进入 51 内。 
定义 如 下 的 3 个 集合 : 
A = {a>0|R(a) < œ, z'(R(a)) < 0}, 
B = {a > 0|(13) 式 的 轨 线 (z,v) A (a, 0) 开始 最 终 进入 51 A}, 
C = {a > 0 | R(a) < œ, z'(R(a)) = 0}. 


由 于 对 任意 ae B 以 及 当 7 小 于 且 接 近 于 R(a) 时 ， 相 应 方程 (13) 的 轨 线 (e(r), v(r)) 均 满 足 z + 
2? > 0。 因 此 R(a) = co. FRA, B, C 互 不 相交 且 满 足 4UBUC = (0,00). 
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3 ”定理 的 证 阴 





引 理 3.1 A 是 非 空 开 集 ， 且 若 0 <a 1, 则 (0,a) C 4。 

该 引 理 的 证 明 可 参见 文献 [8] 等 。 同 时， 类 似 地 可 以 证 明 如 下 的 引 理 3.2 至 引 理 3.4， 为 节省 
篇 幅 ， 略 去 细节 。 

513.2 Æ Rla)=%, MFE kla) > 0， 使 得 


lim ri zm = k(a). 
引 理 3.3 BRIEZAH, HA4a> 1 时 ，(a, 00) CB. AH, NERMNac B, A 
Jim ra = k(a) > 0. (15) 
引 理 3.4 _ C 是 非 空 闭 集 ， 并 且 对 任意 ae C, FFE (11) HF (r) 满足 


zr) 
r 一 R(o) z7 (r) ， 


定理 2.1 的 证 明 若 a < mn6， 在 方程 的 两 边 同 乘 以 r :得 


—BR(a). (16) 


(r81 Pz + GrB gm)! = (n 一 aye kee + rb ler |Z! P <O. (17) 


令 
g(r) = 82" [PoP + Br Bam, 
则 显然 
lim g(r) = 0, 
由 (17) 式 ， 对 任意 的 > > 0. 
g(r) > 0. (18) 
Fi R(a) < co， 由 于 在 区 间 [R(a), œ) E, z=0, z =0, MA 
Pee = 0. 

这 与 (18) FE. MR(a) = oo。 

HH g(r) < Br8zm, K glr) 的 单调 性 得 


aoa 
lim infrézm™ >Q. 
人 下 一 OO 


同时 ， 根 据 引 理 2.1 和 引 里 3.1 至 引 理 3.4 可 以 得 到 定理 2.1 中 的 (i), Gi) 和 Gii 的 结论 。 证 上 


毕 
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The Self-similar Solutions for a Quasilinear Doubly Degenerate 
Parabolic Equation 


ZHAN Hua-shui 


(School of Sciences, Jimei University, Xiamen 361021) 


Abstract: This paper considers a quasilinear doubly degenerate parabolic equation with a nonlinear 
gradient term, we study the existence of its self-similar singular solutions and consider the correspond- 
ing classification. The equation includes the well-known Hamililton-Jacobi equation, the Newtonian 
filtration equation and the non- Newtonian filtration equation as its special forms. By the standard 
Picard iteration method, a sufficient condition about the existence of singular self-similar solutions for 
the equation is obtained, and a classification for these singular self-similar solutions is given. 

Keywords: quasilinear doubly degenerate parabolic equation; nonlinear gradient term; self-similar 


solution; singular solution 
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